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t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❬✶✶❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❋❊▼ ❛♣♣r♦❛❝❤
♣❡r♠✐ts s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ t♦r♦✐❞❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱
❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡❛❧✐st✐❝ ♠❡s❤❡s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❞❛✐❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s
tr✐♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦r ❞✉r✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❢✉t✉r❡ ❛♥t❡♥♥❛s✱
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜✉t ❢❛st ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❆◆ ❝♦❞❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
✐ts ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❛ ❝♦❞❡ ♥❛♠❡❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ✭❆▲❖❍❆✮ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ❆▲❖❍❆✱ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s ♠❛② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥② ❘❋ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♦r ❤♦♠❡♠❛❞❡
❝♦❞❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡①❛❝t ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
❆▲❖❍❆ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❧✉❣✲✐♥ ♥❛♠❡❞ ❍❆▼❆❈ ✭❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❈♦❞❡✮✱
✇❤✐❝❤ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡✲♠❛t❝❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❢❛st ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❧♦✇ ✇❛✈❡ ♦♥❧②❬✶✷❪ ♦r ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✷❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✇❛✈❡s❬✸✱ ✹✱ ✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②
❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ✭✏✇❛r♠✑ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r✮ ❛♥❞ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❢♦r❝❡
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❜r♦✉❣❤t ✐♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❝❧♦s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✸
✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧❡t ❆▲❖❍❆ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s
✉♣ t♦ ✷ ❤♦✉rs ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦s❡♥✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤✲❡♥❞ ♦r
s✉♣❡r✲❝♦♠♣✉t❡rs t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✹ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝✳✷✱ t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡♦r②
❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ❆▲❖❍❆ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐① ✉s❡✱ t❤❡ ✷❉ ❣r✐❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇
t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡✱ ❙❡❝✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♦♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❙♦♠❡ ♥❡✇ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞
✉s✐♥❣ ❆▲❖❍❆ ❢♦r t❤❡ ❈❖▼P❆❙❙ t♦❦❛♠❛❦ ❛♥❞ ❢♦r ■❚❊❘ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳✹✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡




❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❏❊❚✱ ❆❧❝❛t♦r ❈✲▼♦❞✱ ❋❚❯✱ ❍❚✲✼✱ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❧♦✇ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
∣∣n‖∣∣ ≈ 2✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❤❛s✐♥❣ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♣❤❛s✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪ ♦r ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤❡♥ ❊✲♣❧❛♥❡ ♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡rs ✕ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥✑ ❬✻❪ ✕ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❜✉✐❧t✲✐♥ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs❬✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ✏♠♦❞✉❧❡✑ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ✏✐♥♣✉t✑ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✏♦✉t♣✉t✑ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏❣r✐❧❧✑ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡♥ ❡♥❞❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✱ st❛❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧
♦r ♣♦❧♦✐❞❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳
■♥ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ▲❍ ❣r✐❧❧ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❘❋ s♦❢t✇❛r❡
♦r ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ S♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❧② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❘❋ str✉❝t✉r❡❬✶✾❪✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❣r✐❧❧ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡s ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❛❧s♦ t❛❦❡♥
✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r✐❧❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ N ✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ N = N✇❣ × N♠♦❞❡s ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦rts✱ N✇❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ N♠♦❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❆ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N ×N
✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✿ t❤✐s ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦rts✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦rt ❬✷✵❪❀ ❛ ♣♦rt ❝❛♥
❝♦✐♥❝✐❞❡ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡r ♠♦❞❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✿ t❤❡ ♣♦rts
✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s S♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ S❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡ ✐♥ ❛
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧②
✹ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳
■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ t♦r♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s s❤❛r❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛
♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥♣✉t ❢❡❡❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r s♠❛❧❧❡r ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s❀
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ t❤✐s
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣❛ss✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♣❛ss✐✈❡










❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ▲❍ ✭♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥t❡♥♥❛ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s st❛❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ✭z✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡ ❚❊10 ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡ ❚▼11✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ■♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♣♦rt ✐♥ ❛ ◆✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t❡r♠✐♥❛❧✳
❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✺✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ✭✶ ✐♥♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ × ✶♠♦❞❡ ✰
✹ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s × ✶♠♦❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✷✷✲♣♦rt
♥❡t✇♦r❦ ✭✽ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s × ✷♠♦❞❡s ✰ ✸♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s × ✷♠♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡
✷✷✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ✺✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ✷✷✲♣♦rt
♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ s❤✉♥t ♦♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❡♥❞❡❞ ❜② ❛ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥
t❤❡ ✷✷✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ s❤✉♥t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♠♦❞❡
✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤♦s❡ ♠♦❞❡s ❝❛rr② r❡❛❝t✐✈❡
❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ✷✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢❡❡❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❛ 2× 2 ♠❛tr✐① (S❛❝❝❡ss)✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❢✉❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
✷✳✷✳ ▼♦❞✉❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
▲♦✇❡r ❍②❜r✐❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✺
[ Smodule_1 ]
[ Smodule_2 ]










❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆✲♣♦rt
❝♦♥❝❡♣t✳
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t♦ t❤❡ ❘❋ s♦✉r❝❡s✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❦❧②str♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ▼✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t♦❦❛♠❛❦s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛rr❛②s✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
✉s❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣✉✐❞❡ ❤❡✐❣❤ts❬✷✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ❝r❡❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛ss❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❘❋
s♦✉r❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡
r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❘❋ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥t❡♥♥❛s ✐s ❧❡ss str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ t❤❛♥ s✐♠♣❧❡
♦♣❡♥✲❡♥❞❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❘❋ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳
✻ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s
✐♥ ❛❧❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ♦❢
❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❡s❬✷✷✱ ✷✸❪✳ ❋♦r ❛♥ ❡❛s✐❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋ s②st❡♠✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡r ❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r✐③❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐s ✉s✉❛❧❧②
♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛♣ ❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛✲❛♥t❡♥♥❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❞❡① n‖✱ ✐s ♦♥❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❘❋ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❘❋ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✉♣ t♦ t❤❡ ❘❋ ♣r♦❜❡s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤r♦✉❣❤
♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡r s♣❧✐tt❡rs ✭s✉❝❤ ❛s ❤②❜r✐❞ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❛❣✐❝ t❡❡s ♦r ♠♦❞❡ ❝♦♥✈❡rt❡rs✮ ❤❛s
t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❋ s♦❢t✇❛r❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆◆❙❨❙✲❆♥s♦❢t ❍❋❙❙ ♦r ❈❙❚ ❙t✉❞✐♦✱ ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
t♦♦❧s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ s✉❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❆▲❖❍❆✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
t❤❡s❡ ❝♦❞❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❍❆▼❆❈ ✭❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❈♦❞❡✮ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛ ♣❧✉❣✲✐♥
t♦ ❆▲❖❍❆ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s♦❢t✇❛r❡✳
■♥ ❍❆▼❆❈✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t
♠♦❞❡s✳ ❏✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r✐♦r ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❜✐✲❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥s
❢♦r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ✭❊✴❍✲♣❧❛♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✮ ♦r t❛♣❡rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡✲♠❛t❝❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡❬✷✵✱ ➓✽✳✷❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♠♦❞❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r
❬✷✺❪✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❍❆▼❆❈ ♣❧✉❣✲✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳
❚❤❡ ❍❆▼❆❈ ✉s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✹✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥s tr✐❛❧s ❢♦r ❛ ♥❡✇
❈❖▼P❆❙❙ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✬s ♠♦❞✉❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭S♠♦❞✉❧❡✮✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t
❢♦r ❆▲❖❍❆ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥s✳
✷✳✸✳ ●r✐❧❧✲♣❧❛s♠❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✷✳✸✳✶✳ P❧❛s♠❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡ts ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
B0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ✐♥ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ t♦❦❛♠❛❦ s✉❝❤ ❛s ■❚❊❘ ♦r t♦❦❛♠❛❦ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s s❡t ❛t x = 0✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ y ❛♥❞
z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❢❛r
❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥
❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦r❡ ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
s♦✉r❝❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✰jωt t✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✿(∇×∇×−k20K·) ∣∣∣∣ E(r)H(r) = 0 ✭✶✮
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✼




t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts
✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❝♦❧❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r K ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙t✐① ♥♦t❛t✐♦♥❬✷✻✱ ✷✼❪✱ ❜②✿
K(x, ω) =
 S jD 0−jD S 0
0 0 P
 ✭✷✮
✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs S✱ D ❛♥❞ P ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜②✿




















✇❤❡r❡ ω✱ Ωc,s ❛♥❞ ωp,s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❘❋ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❝②❝❧♦tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❣✉❧❛r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s s✳
✷✳✸✳✷✳ ●r✐❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
E
t,❣r✐❧❧✱ Ht,❣r✐❧❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ x = 0 ❣r✐❧❧ ♣❧❛♥❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞
❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❞❡s✿
E




Zn (an + bn) et,n(y, z) ✭✻✮
H





(an − bn)ht,n(y, z) ✭✼✮
✇❤❡r❡ et,n, ht,n ❛r❡ t❤❡ ❚❊ ♦r ❚▼ ♠♦❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❬✷✵❪✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♣♦rt n ❛♥❞ Zn t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt n ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an ❛♥❞ bn ❛r❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✇❛✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦rt n✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t N = N✇❣×N♠♦❞❡s
✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦rts✱ N✇❣ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ N♠♦❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ et,n, ht,n ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✿
E˜




Zn (an + bn) e˜t,n (ny, nz) ✭✽✮
H˜





(an − bn) h˜t,n (ny, nz) ✭✾✮
✇❤❡r❡ e˜t,n ❛♥❞ h˜t,n ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s et,n, ht,n ❛♥❞ ny = ky/k0 ❛♥❞
nz = kz/k0 ❛r❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✽ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
✷✳✸✳✸✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❣r✐❧❧ t♦ ♣❧❛s♠❛ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✲❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❬✸✱ ✹❪✱ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ YS ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❣r✐❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥✿
H˜
t,♣❧❛s♠❛ (ny, nz) = Y0YS (ny, nz) E˜t,♣❧❛s♠❛ (ny, nz) ✭✶✵✮
✇❤❡r❡ H˜
t,♣❧❛s♠❛ (ny, nz) ❛♥❞ E˜t,♣❧❛s♠❛ (ny, nz) ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
♠❛❣♥❡t✐❝ H
t,♣❧❛s♠❛(x = 0, y, z) ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s Et,♣❧❛s♠❛(x = 0, y, z)✳ Y0 ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
❛❞♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Ys✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✷✳✸✳✺✱ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛
2× 2 ❝♦♠♣❧❡① ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣❡♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❡t❛❧❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦♣❡♥✐♥❣s ❛♥❞
♥♦ t❛♥❣❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♠❡t❛❧❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H˜
t,♣❧❛s♠❛
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Ys ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ E˜






Zn (an + bn)Y0Ys (ny, nz) e˜t,n (ny, nz) ✭✶✶✮
▲❡t H˜
t,♠❡t❛❧ (ny, nz) ❜❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡
♣❡r❢❡❝t ♠❡t❛❧❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦♣❡♥✐♥❣s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❧❧ ✭✾✮ ❛♥❞









Zn (an + bn)Y0Ys (ny, nz) e˜t,n (ny, nz)
❚❤❡ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❬✷✽❪✿ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞♦t ♣r♦❞✉❝t
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✶✷✮ ✇✐t❤ h˜∗t,m (ny, nz) ❢♦r m = 1, . . . , N ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❞♦♠❛✐♥ {ny, nz} ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜② k20/4pi2✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞


















Zn (an + bn)Cmn






h˜∗t,m (ny, nz)Ys (ny, nz) e˜t,n (ny, nz) dny dnz ✭✶✹✮
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✾
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ht,m ✐s ③❡r♦ ♦♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ Ht,♠❡t❛❧
❝❛♥❝❡❧s✳ ❚❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s❬✷✾✱ ✷✵❪ ❧❡❛❞s t♦✿
1√
Zm




Zn (an + bn)Cmn ∀m = 1, . . . , N ✭✶✺✮




(a− b) = C
√
Z (a+ b) ✭✶✻✮
✇❤❡r❡
√







Zi ❛♥❞ C ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤
[C]ij = Cij ✳ a ❛♥❞ b ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦rt
i✱ s✉❝❤ ❛s [a]i = ai ❛♥❞ [b]i = bi✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②
b = S❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛a ✭✶✼✮
















✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐①✳
✷✳✸✳✹✳ ❆♥t❡♥♥❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s ✐s t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② dp t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r✿





E˜ (ny, nz)× H˜∗ (ny, nz) · x̂
]}
✭✶✾✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ✇❛✈❡s a,b ❢♦r
❡❛❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦




dp (ny, nz) dny ✭✷✵✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ✐♠♣❧② t❤❛t✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❘❋ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✿∫ ∫ +∞
−∞




✇❤❡r❡ pn,✐♥ ❛♥❞ RCn ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❘❋ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥✲t❤ ♠♦❞✉❧❡✳
✶✵ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
✷✳✸✳✺✳ P❧❛s♠❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✶✵✮ ❝❛♥
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡❬✸✱ ✹❪✳ ■♥ ❆▲❖❍❆✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳
■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆▲❖❍❆✲✷❉ ♠♦❞❡ ✕ ✷❉ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ny ❛♥❞ nz ✕ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ✐♥ ❜♦t❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡
♠❛tr✐① ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✼❪ ♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❆✐r② ❛♥❞ ❲❤✐tt❛❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s❬✸✱ ✹❪✳ ❆ ❜r✐❡❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❆▲❖❍❆ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ x ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s
❡①♣❛♥❞❡❞ ♦♥ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ❛ ❲❑❇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆▲❖❍❆✲✶❉ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❢❛st ✇❛✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ny = 0✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❚❊▼ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s❝❛❧❛r
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r st❡♣ ♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡s❬✶✷❪✳ ❆ ❜r✐❡❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ✶❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s
s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈❡ ✷❉ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s
❘❋ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ♣♦rt ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✇❛✈❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✇❡r
t❤❡② ❝❛rr② ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ♣♦rt ✐♠♣❡❞❛♥❝❡❬✶✾❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❝❡♣t ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣♦rts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ❆▲❖❍❆✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
♠♦❞❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜♦t❤ ✐♥ y ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣❧❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❆▲❖❍❆✲✶❉ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ✶❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✶❉ ❝♦❞❡ s✉❝❤ ❛s ❙❲❆◆✱ t❤❡♥ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❝❢✳ ❙❡❝✳✸✳✸✳
❚❤❡ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦rts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① S❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♣♦❧♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ♦t❤❡r str♦♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✶❉
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✶✹✮ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳✸✳
✷✳✸✳✻✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♠♦❞❡❧ ■♥ ❛ t♦❦❛♠❛❦ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ r❛❞✐❛t❡s ♠❛② ❜❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ s✐❞❡ ❧✐♠✐t❡rs ♦r ♦t❤❡r ♣r♦tr✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts
s✉❝❤ ❛s ♦t❤❡r ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t
❞❡❡♣❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝❛② ❧❡♥❣t❤ ✕ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✐♥ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❜② λ = ne/∇ne ❬✸✵❪ ✕ ✐s ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧ ❛♥❞ ❝❡♥t✐♠❡tr✐❝ ❢✉rt❤❡r❬✸✶❪✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∇ne✳








❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❜② t✇♦ ❧✐♥❡❛r ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✳
x = 0 ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧✳
■♥ ❆▲❖❍❆✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts✳
❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ∇ne1 ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss d❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ∇ne2 ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥t✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✿{
ne (x) = ne0 +∇ne1 x 0 ≤ x ≤ d
ne (x) = ned +∇ne2 (x− d) x > d ✭✷✷✮
✇❤❡r❡ ned = ne0 +∇ne1 d✳
■♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❢♦r E˜z ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛s x → +∞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✮✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r E˜z ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✐r② ❛♥❞ ❲❤✐tt❛❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs x = d ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✶❉ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
✷✳✸✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s N♠♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆▲❖❍❆✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❣r✐❧❧ ♠♦✉t❤ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✈❡rs✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡❞❣❡ ❞❡♥s✐t② ne0 ❢♦r t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❲❤❡♥ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❣❡t ✈❡r② ❝❧♦s❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✺✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s N♠♦❞❡s
❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠❛❞❡ ♦❢ ✽ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ✭✺✼ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
♣❡r r♦✇✮✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ t❤❡
✶✷ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
























































❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✉♣♣❡r✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ✭❧♦✇❡r✮ ✈s ❡❞❣❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆▲❖❍❆✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s
t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✳




✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✸ ♠♦❞❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❆▲❖❍❆✳ ✸ ♠♦❞❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ✭ 1.1017 ∼ 20.1017m−3✮
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❧❛r❣❡ ✕ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
❛❜♦✉t t❤✐rt② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✕✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r ❛ ✷❉ ♣❧❛s♠❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ✭✶✹✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r❛st✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ✕ S′ = S − jδ ❛♥❞ P ′ = P − jδ ✇❤❡r❡ δ ✐s
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧♦ss❡s✱ δ ≪ 1 ❛♥❞ δ > 0 ✕ ❛♥❞ t❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥ts
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❲❤✐tt❛❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✶✸





















8 waveguides quadratic fit
❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❡rs✉s t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠❛❞❡ ♦❢ ✽
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✜t ✐♥ N2
♠♦❞❡s
✳
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✷✳✸✳✺✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s❡tt✐♥❣ δ = 10−2 ❡♥❛❜❧❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♣♦♥s❡ ✳
✸✳ ❆▲❖❍❆ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❛♥t❡♥♥❛s
✸✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❛♥t❡♥♥❛s
■♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡r ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ✸✳✼ ●❍③ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛r♦✉♥❞ n‖ = 2✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ♣❛ss❡❞ t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ✕ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❈✷ ❬✸✷❪ ❛♥❞ ❈✸ ❬✸✸❪ ✕ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ t♦ r❛❞✐❛t❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❀ t❤✐s tr❡♥❞ ❤❛s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❘❋ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✻ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ✷ ♣♦❧♦✐❞❛❧ × ✹ t♦r♦✐❞❛❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇❤✐❧❡ ❈✸ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✻ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ✸ ♣♦❧♦✐❞❛❧×✻ t♦r♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✶
♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈✷ ❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡q✉❛❧❧② s❤❛r❡ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❦❧②str♦♥ ✐♥t♦ ✽ ❛♥❞ ✶✽ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ pi/2 ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦♥ ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣❡❛❦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❞❡① ♦❢ n‖,0 = 1.82
❢♦r ❈✷ ❛♥❞ n‖,0 = 2.02 ❢♦r ❈✸✳ ❚❤❡ ❆▲❖❍❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✷ ❛♥❞ ❈✸ ❢r♦♥t ❢❛❝❡s ❛s ✈✐❡✇ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛✱ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ✶✾✾✶✱ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ P❛ss✐✈❡✲❆❝t✐✈❡ ▼✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ✭P❆▼✮ ❛♥t❡♥♥❛❬✸✹✱ ✸✺❪✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❈✷ ❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ✭✐♥ ❧♦❣
s❝❛❧❡✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆▲❖❍❆✲✷❉ ✇❤❡♥ ne0 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❞❡♥s✐t② ✭1.7×1017♠−3 ❛t ✸✳✼●❍③✮✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ✐s 2.066▼❲ ❢♦r ❈✷ ❛♥❞ 4.032▼❲ ❢♦r ❈✸✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢
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❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ny = 0✱ nz = 1.8 ❢♦r ❈✷✱
❛♥❞ ny = ±0.49 nz = 2 ❢♦r ❈✸✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❞❡s✐❣♥ ✈❛❧✉❡s❬✷✶✱ ✸✸❪✳
❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ny ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤
s♣❧✐t t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥t♦ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ r♦✇s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢♦r ❈✷ ❛♥❞ ❈✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❈✷ ❛♥t❡♥♥❛ ✭❧❡❢t ✜❣✉r❡ ✼✮✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ny = 0 ♣❧❛♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ r♦✇s ❛r❡
✐♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ✭r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✼✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❚❊10 − ❚❊30 ♠♦❞❡ ❝♦♥✈❡rt❡r✱
✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞s t❤❡ t❤r❡❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ pi ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡










(1/2) C3 ALOHA description









(1/2) C2 ALOHA description
(as view from the plasma) 
❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆▲❖❍❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rts ♦❢ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❈✷ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❈✸ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s
✭❜♦tt♦♠✮✳ ●r❡② r❡❝t❛♥❣❧❡s s②♠❜♦❧✐③❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❙❝❛❧❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✳
♣♦❧♦✐❞❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣♦❧♦✐❞❛❧ s❤✐❢t ♦❢ ny = ± pik0∆ = ±0.49 ✐♥ t❤❡ ✷❉ s♣❡❝tr✉♠✱
✇❤❡r❡ ∆ = 82♠♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✉✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ k0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛t ✸✳✼●❍③✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▲❍❈❉ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈✷ ✭♥♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ny s❤✐❢t✮ ❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ✭♥♦♥ ③❡r♦
♣♦❧♦✐❞❛❧ ny s❤✐❢t✮✳
❚❤❡ ✶❉ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥t❡♥♥❛s ✕ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✷✵✮ ✕ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✽✳ ❇♦t❤ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣✐✈❡ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ✶❉ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ✇❛✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✿ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ✐♥
❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s✱ t❤❡ ❢❛st ✇❛✈❡ ✐s ❝✉t✲♦✛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛rr✐❡s ♦♥❧② r❡❛❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣②
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❧♦✇ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ❝❛rr②✐♥❣ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✉s✱ ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✷✵✮ ❣✐✈❡s ♥❡❛r❧② t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧t s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s r❡❛❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛rs ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✶✾✮ ❛♥❞ ♠❛②
❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡✢❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✶✺
❋✐❣✉r❡ ✼✳ ✷❉ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✷ ✭✉♣♣❡r✮ ❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ✭❧♦✇❡r✮✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ne0 = 2.0× 1017♠−3✱ λn1 = 2 ❝♠ ❛♥❞ B0 = 2.95❚✳










































❋✐❣✉r❡ ✽✳ ✶❉ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆▲❖❍❆✲✶❉ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆✲✷❉ ♦❢ ❈✷ ✭t♦♣✮
❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
ne0 = 2.0× 10
17 ♠−3✱ λn1 = 2 ❝♠ ❛♥❞ B0 = 2.95T ✳
✶✻ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
✸✳✷✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❉✉r✐♥❣ ❖❝t♦❜❡r ❛♥❞ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❈✷ ❛♥❞ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts❬✸✻✱ ✸✼❪✱ ❧♦✇
♣♦✇❡r ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳ ♣✉❧s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ 2 MW/m
2
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t♦t❛❧ r❡q✉❡st❡❞ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ ✶✵✵ ❦❲ ❢♦r ❈✷ ❛♥❞ ✼✺ ❦❲
❢♦r ❈✸✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡ #43016 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②
✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡t✇❡❡♥ 0.3 × 1017 m−3 ❛♥❞ 13 × 1017 m−3 ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛st ❝❧♦s❡❞ ✢✉① s✉r❢❛❝❡ ✭▲❈❋❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✭❝✉t✲♦✛
❞❡♥s✐t② ❛t ✸✳✼●❍③ ✐s nec = 1.7 × 1017m−3✮✳ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♥❣♠✉✐r
♣r♦❜❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✭B0 = 3.85❚ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✮ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ✭ne (r/a = 0) 6 4, 5.10
19m−3
❛♥❞ ne (r/a = 1) 6 1.10
19m−3✮✱ s♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❢✉❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳

























































❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ♣✉❧s❡ #43016✳ ❚♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ✭Ptot✮❀ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥
❢r♦♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ▲❛♥❣♠✉✐r ♣r♦❜❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛❀ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❘❈✮❀
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠♦✉t❤s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ▲❈❋❙✳
■♥ ❆▲❖❍❆✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♥♦ ✈❛❝✉✉♠
❧❛②❡r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❧❧✳ ❘❡❝✐♣r♦❝❛t✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ❘❡t❛r❞✐♥❣ ❋✐❡❧❞ ❆♥❛❧②③❡r
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✶✼
✭❘❋❆✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t②♣✐❝❛❧ ❞❡❝❛② ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❧❡♥❣t❤s Lc,LH ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❈✷ ❛♥❞ ❈✸✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦tr✉❞✐♥❣ s✐❞❡ ❧✐♠✐t❡rs✱
❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ 40 cm ❛♥❞ 60 cm✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Lc,RFA ♦❢ t❤❡ ❘❋❆ ♣r♦❜❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝r❛♣❡✲♦✛ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡







✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❝r❛♣❡✲♦✛ t❤✐❝❦♥❡ss




✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲✜❡❧❞ ❞✐✛✉s✐♦♥






■♥ ✜❣✉r❡ ✶✵✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞
❞✉r✐♥❣ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ♣✉❧s❡s ★✹✸✵✶✹✲✹✸✵✶✻ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ▲❛♥❣♠✉✐r ♣r♦❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛✳ P❧❛✐♥
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆▲❖❍❆ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ne0 ❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ ✇✐t❤ λn1 = 7 ♠♠✳ ❋♦r t❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛✱ ❘❋❆
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣✐✈❡ λn1 ✐♥ [3.3, 6.5] ♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❆▲❖❍❆ r❡s✉❧ts✳

















λn = 5 mm
λn = 7 mm
λn = 10 mm
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❆✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥ts✮ ✈❡rs✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ▲❍
❝✉t✲♦✛ ❞❡♥s✐t②✮ ❢♦r t❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛✳ ▼❡❛s✉r❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛
♣✉❧s❡s ♥✉♠❜❡r ★✹✸✵✶✹✲✹✸✵✶✻✳ ❇❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ 7♠♠ s❝r❛♣❡✲♦✛ t❤✐❝❦♥❡ss ✭±3♠♠✮✳
❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❢♦rλn1 = 5 ❛♥❞ 10 ♠♠✳ ❚❤r❡❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞
❞✉r✐♥❣ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ♣✉❧s❡s ★✹✸✵✶✹✲✹✸✵✶✻ ❢♦r t❤❡ ✹ ✜rst ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✭t❤❡ ✹ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s ✇❡r❡ ♥♦t ✜r✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st
▲❛♥❣♠✉✐r ♣r♦❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝❛② ❧❡♥❣t❤ λn1 ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❆▲❖❍❆
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡s❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ s❤♦✇ t❤❛t ❆▲❖❍❆ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❈✷ ❛♥❞ ❈✸✳ ❆♥
✶✽ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡




















❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❆✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥ts✮ ✈❡rs✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ▲❍
❝✉t✲♦✛ ❞❡♥s✐t②✮ ❢♦r t❤❡ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛✳ ▼❡❛s✉r❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛
♣✉❧s❡s ♥✉♠❜❡r ★✹✸✵✶✹✲✹✸✵✶✻✳ ❇❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ 2♠♠ s❝r❛♣❡✲♦✛ t❤✐❝❦♥❡ss ✭±1♠♠✮✳
❚❤r❡❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳
❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ P❆▼ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛
✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❛♣❡r✳
✸✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆▲❖❍❆ ❛♥❞ ❙❲❆◆ ♦♥ ❈✸
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ❙❲❆◆❬✸✾❪ t♦ ❆▲❖❍❆✲✶❉ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❧✐♥❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢
t❤✐s ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✽ ♠♦❞✉❧❡s ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❆ ♣❛ss✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ✐♥s❡rt❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✼ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳
■♥ t❤❡ ❙❲❆◆ ❝♦❞❡✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣r✐❧❧✴♣❧❛s♠❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ r❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ♠♦❞❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s
t♦ t❤❡ ❙❲❆◆ ♠♦❞❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡✳❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥






✇✐t❤ i ∈ 1 . . . 57✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✷✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❙❲❆◆ ❛♥❞
❆▲❖❍❆ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❙♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s ✭❝❢✳
r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✶✷✮ ❤❛✈❡ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❲❆◆ ❝♦❞❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛♥t❡♥♥❛s✿
t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ✐♥ ❆▲❖❍❆✳ ❆s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦❞❡s ♠❛t❝❤ ❛s ✇❡❧❧✳
✸✳✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆▲❖❍❆ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ♦♥ ❈✷
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❆▲❖❍❆ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆❬✾❪ ♦♥ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❚♦r❡✲❙✉♣r❛
❈✷ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❖P▲❍❆ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▲♦✇❡r ❍②❜r✐❞ ❙♦❧✈❡r
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✶✾

































❢♦r t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢
t❤❡ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❈✸ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❲❆◆ ❛♥❞ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡s✳ P❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
ne0 = 2.10
17♠−3 ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ne0 = 5.1017♠−3 ✭❜♦tt♦♠✮ ✳ λn1 = 2❝♠✱ ✸ ♠♦❞❡s ✭✶❚❊▼✰✷❚▼✮
❢♦r ❜♦t❤ ❝♦❞❡s✳
❋❊▲❍❙❬✹✵❪✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✇❛✈❡s ❜✉t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦
t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❘❋ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛✳❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ 76♠♠× 8.5♠♠✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t✇♦ s✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❈✷ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠♦✉t❤✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐✳❡✳ r❛t✐♦ ♦❢
r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✇❡r ❢♦r ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ne0 ❛t t❤❡
♠♦✉t❤ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✹ ❢♦r λn1 = 2 ❝♠✱ ❜♦t❤ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r
❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛✳
❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❛t ❆▲❖❍❆✲✷❉ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡
♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❆▲❖❍❆✲✷❉ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✷✵ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡





















C2 Average Reflection Coefficient
❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne0 ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t✇♦ ❈✷
♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne0 = 5×1017 ♠17 ❛♥❞
s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ λn1 = 2 ❝♠✳
❆▲❖❍❆✲✶❉ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✷❉ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳
❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆▲❖❍❆ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥t❡♥♥❛ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ■❚❊❘ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s✐❣♥ ❝❢✳ ❙❡❝✳✹✳✷✳
✹✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s
✹✳✶✳ ❈❖▼P❆❙❙
■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Pr❛❣✉❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡
❈❊❆✴■❘❋▼✱ t✇♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❛ ✸✳✼●❍③ ▲♦✇❡r ❍②❜r✐❞ ❛♥t❡♥♥❛ ❢♦r t❤❡ ❈❖▼P❆❙❙
t♦❦❛♠❛❦ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✹ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✷ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✷ ✐♥ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠♠ ♣❧✉❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❦❧②str♦♥s ✇✐❧❧ ❢❡❡❞
t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧♦✐❞❛❧ ✸ ❞❇ s♣❧✐tt❡r s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❤②❜r✐❞ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❞❡s✐❣♥s ❞✐✛❡r ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♣❡r ♠♦❞✉❧❡✱ ❡✐t❤❡r ✻ ♦r ✽✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
✐s 70 × 9 ♠♠ ❢♦r t❤❡ ✻✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ 70 × 7♠♠ ❢♦r t❤❡ ✽ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❞❡① ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡✐t❤❡r n‖ = 2.5 ♦r ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡
♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s s❡t t♦ pi/2 ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ✐♥s✐❞❡ ❛ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❆
❢r♦♥t ❛♥❞ ❝✉t ✈✐❡✇ ♦❢ ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✺✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❆▼❆❈ ♣❧✉❣✲✐♥ ♦❢ ❆▲❖❍❆✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❍❆▼❆❈
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ s♦❢t✇❛r❡ ❍❋❙❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡rr♦r ♦❢
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✷✶













































































❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛
✸✳✼●❍③ ▲❍ ❈❖▼P❆❙❙ ❛♥t❡♥♥❛✳ ▲❡❢t ✜❣✉r❡✿ ✻✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡s✐❣♥✳ ❘✐❣❤t ✜❣✉r❡s✿ ✽✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❞❡s✐❣♥✳ ❚♦♣ ✜❣✉r❡s✿ ♠♦❞✉❧❡ ❢r♦♥t✲❢❛❝❡✳ ❇♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s✿ ♠♦❞✉❧❡ ❝✉t ✈✐❡✇ ✭♥♦t ❡q✉❛❧❧② s❝❛❧❡❞✮✳
❚❤❡ ❘❋ ✐♥♣✉t ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦rt ✶✳ P❧❛s♠❛ ✐s ✐♥ ❢r♦♥t ♣♦rts i > 1✳ P❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳
♦r❞❡r 10−2 ❛♥❞ ✵✳✺➦ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ❍❆▼❆❈
❛♥❞ ❍❋❙❙ r❡q✉❡st❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❍❆▼❆❈ ✐s s❡t ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✭❚❊ ❛♥❞ ❚▼✮ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❍❋❙❙ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✇♦r❦✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ ❍❆▼❆❈ ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
❛♥t❡♥♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❛ t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❖♥❝❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❆▲❖❍❆ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✻✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛ r♦✇ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ✭✶✷ ♦r ✶✻
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❍❆▼❆❈ ♣❧✉❣✲✐♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❍❆▼❆❈ ❛♥❞ ❍❋❙❙ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥ ❆▲❖❍❆✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❋ str✉❝t✉r❡✱ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❋ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡
♣❤❛s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛❧s♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t t❤❡ ❍❆▼❆❈ ♣❧✉❣✲✐♥ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ▲❍ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②














module S−Matrix from HAMAC



































Power density spec tru m
0  10 1
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module S−Matrix from HAMAC
module S−Matrix from HFSS










❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❆✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢
❈❖▼P❆❙❙ ✸✳✼ ●❍③ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s✐❣♥✳ ▲❡❢t✿ ✻✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡s✐❣♥❀ ❘✐❣❤t✿ ✽✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡s✐❣♥✳
❋♦r ❛❧❧ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❍❆▼❆❈ ❛♥❞ ❍❋❙❙✳
✹✳✷✳ ■❚❊❘ r❡❧❡✈❛♥t P❆▼
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ■❚❊❘ ❙❚❆❈ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❊❋❉❆ t❛s❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❘✫❉✱ ♣r♦❝✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❍❈❉ s②st❡♠ ♦♥ ■❚❊❘✳ ❚❤❡ ❊❋❉❆ t❛s❦
❍❈❉✲✵✽✲✵✸✲✵✶ ❤❛s r❡♣♦rt❡❞ ❛ r❡✈✐s❡❞ ✺●❍③ ▲♦✇❡r ❍②❜r✐❞ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ✷✵▼❲ ❈❲
♦♥ ■❚❊❘ ❛♥❞ s✉st❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤✐❣❤ ❤❡❛t ✢✉① ❬✷❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ■❚❊❘ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❈❤✐♥❛✱ ■♥❞✐❛✱ ❑♦r❡❛ ❛♥❞ ❯❙❆ ♦♥ t♦♣
♦❢ ❊❋❉❆✳ ❚❤❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡♥t❧② ❢♦r❡s❡❡♥ ❢♦r ■❚❊❘ ✐s ❛ P❛ss✐✈❡✲❆❝t✐✈❡ ▼✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥
✭P❆▼✮ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❋❚❯❬✹✶❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ♦♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛
✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❬✸✹✱ ✸✺❪✳
■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ❊❋❉❆ t❛s❦✱ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡s ❚❖P▲❍❆ ❛♥❞
❆▲❖❍❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞❬✹✷✱ ✹✸❪✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ♦♥❡ ♣❛rt
♦❢ ❛ ✺●❍③ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ n‖ = 2.0✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✳❬✹✹❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✽ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✶✴✶✹✹t❤ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❘❋ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ♦♥ ❍❋❙❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ ❛
❧♦✇ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡✿ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Sn1 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ✇❛✈❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦rt ✶ ✭✐♥♣✉t ❢❡❡❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮ t♦ ♣♦rt n ∈ [2, 8] ✭❛❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✮ ✐s
|Sn1|2 = 0.125± 0.01✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✴✽t❤✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡rs ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✼✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♣✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✐s 270➦± 5➦✳
❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❧❛s♠❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ✇❡r❡ ❜❡♥❝❤✲♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ❆▲❖❍❆✲✶❉✱ ❆▲❖❍❆✲✷❉ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝❛② ❧❡♥❣t❤s ✉s❡❞ ✇❡r❡ λn1 ❂ ✷♠♠
❛♥❞ ✷✵♠♠✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ne0 ❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❢♦r
λn1 = 2 ♠♠ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❙♦♠❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❆▲❖❍❆✲✶❉ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆✲
✷❉✴❚❖P▲❍❆ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝r♦ss✲t❡r♠ ✐♥ t❤❡
❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ✭D✮ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛st ❛♥❞




❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ■❚❊❘✲❧✐❦❡ P❆▼ ♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❡✐❣❤t ✐s 58♠♠✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤s ❛r❡ 9.25♠♠ ❛♥❞ 7.25♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡♣t✉♠ ✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
✐s ✸♠♠✳
s❧♦✇ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆▲❖❍❆✲✷❉ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤
❝♦❞❡s ❤❛♥❞❧❡ ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✇❛✈❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦❞❡s ❣✐✈❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts t❤❡









✇❤❡r❡ dpz ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳✭✷✵✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✳









































Launched spectrum for ne	=3 × 10




❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ ❚♦♣✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s ❡❧❡❝tr♦♥ ❡❞❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❇♦tt♦♠✿ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♥s✐t②✳
▲✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② λn1 = 2♠♠✳
❙✐♥❝❡ ❆▲❖❍❆ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ❞♦ ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋♦r ♦♥❡ ❞❡♥s✐t② ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛






❭λn1 ❬♠♠❪ ✷ ✷✵ ✷ ✷✵
✸ ✼✷✳✷✪ ✼✶✳✼✪ ✼✵✳✺✪ ✻✽✳✾✪
✾ ✻✹✳✶✪ ✻✺✳✼✪ ✻✹✳✹✪ ✻✺✳✻✪
✸✵ ✺✾✳✸✪ ✺✾✳✷✺✪ ✺✼✳✷✪ ✺✾✳✻✪
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② D✭✷✸✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❖P▲❍❆ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✳❬✹✹❪✳
s✐♥❣❧❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦❞❡s✳ ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱
✷❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❆▲❖❍❆ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥ ❚❖P▲❍❆✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊▼ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s ❛
❧❛r❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳
❈♦❞❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❈♦♠♣✉t❡r
❆▲❖❍❆✲✶❉ < 10 s ❉❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ✭■♥t❡❧ ❈♦r❡❅✶✳✽✻●❍③✱✶●❇✮
❆▲❖❍❆✲✷❉ ∼ 2 ❤ ❉❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r
❚❖P▲❍❆ ∼ 10 ♠✐♥ ❈r❛② ❳❚✹ s②st❡♠✱ ✹✵✵ ✷✳✸ ●❍③✴✽●❇ ❝♦r❡s✳
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❞❡♥s✐t② ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞✉❧❡✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤♦s❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳❬✹✹❪ ♦♥ ❛♥ ■❚❊❘ r❡❧❡✈❛♥t P❆▼ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❞♦❡s
♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✶✵✪ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡❞❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇ t❤❛t ❆▲❖❍❆✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❆▲❖❍❆✲✶❉✱ ❛r❡ ❢❛st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ t♦♦❧s ❢♦r ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛
❞❡s✐❣♥✳
✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ▲♦✇❡r ❍②❜r✐❞ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦❞❡✱
♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❍❆▼❆❈ ♠♦❞❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦❞❡ ♦r ❜② ❛♥②
❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ❘❋ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t②
❧❛②❡rs ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✇❛✈❡s ✭❆▲❖❍❆✲✷❉✮ ♦r s❧♦✇ ✇❛✈❡ ♦♥❧②
✭❆▲❖❍❆✲✶❉✮ ✈✐❛ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❚♦r❡ ❙✉♣r❛ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s ✇✐t❤ ▲❍ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦❞❡s ❙❲❆◆ ❛♥❞ ❚❖P▲❍❆ ✇❡r❡ ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❆▲❖❍❆✲✶❉ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆✲
✷❉✳ ❚❤❡ ❆▲❖❍❆ ♣❧✉❣✲✐♥ ❍❆▼❆❈ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛ ❢♦r
t❤❡ ❈❖▼P❆❙❙ t♦❦❛♠❛❦ ❛♥❞ ❤❛❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐t ✇❛s t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡
♠✉❧t✐❥✉♥❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❆▲❖❍❆ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ■❚❊❘ ▲❍ ❛♥t❡♥♥❛
s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❢❛st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡① ❘❋ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❊❋❉❆ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❚♦❦❛♠❛❦ ▼♦❞❡❧✐♥❣
❚❛s❦ ❋♦r❝❡ ✭■❚▼✲❚❋✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❆▲❖❍❆ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ Pr♦❥❡❝t ✺
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✷✺
✭■▼P★✺✮✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛❜♦✉t ✏❍❡❛t✐♥❣✱ ❈✉rr❡♥t ❉r✐✈❡ ❛♥❞ ❋❛st P❛rt✐❝❧❡s✑ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣❛❝❦❛❣❡
♦❢ ❝♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣✱ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈❡ ❛♥❞ ❢❛st ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ ■❚▼✲❚❋ ✇❛s s❡t ✉♣ ✐♥ ✷✵✵✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❊❯ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ■❚❊❘ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
❤✐❣❤❡st ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❆▲❖❍❆ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
r✉♥ ♦♥ t❤❡ ■❚▼ s❡r✈❡rs ✭t❤❡ ●❛t❡✇❛②✮ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ■❚▼ st❛♥❞❛r❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ■❚▼ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t P❤②s✐❝❛❧ ❖❜❥❡❝ts ✭❈P❖s✮❬✹✻❪✳ ❆▲❖❍❆ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ■❚▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❑❡♣❧❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣
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❬✸✼❪ ❆✳ ❊❦❡❞❛❤❧✱ ❇✳ ❋r✐♥❝✉✱ ▼✳ ●♦♥✐❝❤❡✱ ❏✳ ❍✐❧❧❛✐r❡t✱ ❛♥❞ ❱✳ P❡tr③✐❧❦❛✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧❤ ✇❛✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥
t♦r❡ s✉♣r❛ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧❤ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② P♦✇❡r ■♥ P❧❛s♠❛s✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
❖❢ ❚❤❡ ✶✽t❤ ❚♦♣✐❝❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❆✐♣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✽✼✱ ♣❛❣❡s ✹✵✼✕✹✶✵✱ ✷✵✵✾✳
❬✸✽❪ ▼✳ ❑♦❝❛♥✱ ❏✳P✳ ●✉♥♥✱ ▼✳ ❑♦♠♠✱ ❏✳✲❨✳ P❛s❝❛❧✱ ❊✳ ●❛✉t❤✐❡r✱ ❛♥❞ ●✳ ❇♦♥❤♦♠♠❡✳ ❖♥ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝r❛♣❡✲♦✛
❧❛②❡r ✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② r❡t❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②③❡rs✳ ❘❡✈✳ ❙❝✐✳ ■♥str✉♠✳✱ ✼✾✭✵✼✸✺✵✷✮✱ ✷✵✵✽✳
❬✸✾❪ ❉✳ ▼♦r❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ▲♦✇❡r✲❤②❜r✐❞ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t♦r❡ s✉♣r❛✳ P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s ❇✿ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s✱
✹✭✼✮✿✷✶✻✺✕✷✶✼✺✱ ✶✾✾✷✳
❬✹✵❪ ❘♦❜❡rt♦ ❇✐❧❛t♦ ❛♥❞ ▼❛r❝♦ ❇r❛♠❜✐❧❧❛✳ ❋❊▲❍❙ ❝♦❞❡ ❢♦r ❧♦✇❡r✲❤②❜r✐❞ ❧❛✉♥❝❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞s✳ ■♥ ✸✺t❤
❊P❙ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢✳✱ ♣❛❣❡ P✺✳✵✾✹✱ ✷✵✵✽✳
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✷✼
❬✹✶❪ ❱✳ P❡r✐❝♦❧✐✲❘✐❞♦❧✜♥✐✱ P❤✳ ❇✐❜❡t✱ ❋✳ ▼✐r✐③③✐✱ ▼✳▲✳ ❆♣✐❝❡❧❧❛✱ ❊✳ ❇❛r❜❛t♦✱ P✳ ❇✉r❛tt✐✱ ●✳ ❈❛❧❛❜r♦✱ ❆✳ ❈❛r❞✐♥❛❧✐✱
●✳ ●r❛♥✉❝❝✐✱ ▲✳ P❛♥❛❝❝✐♦♥❡✱ ❙✳ P♦❞❞❛✱ ❈✳ ❙♦③③✐✱ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ❚✉❝❝✐❧❧♦✳ ▲❤❝❞ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥
✐t❡r✲❧✐❦❡ ♣❛♠ ❧❛✉♥❝❤❡r ♦♥ t❤❡ ❢t✉ t♦❦❛♠❛❦✳ ◆✉❝❧❡❛r ❋✉s✐♦♥✱ ✹✺✭✾✮✿✶✵✽✺✱ ✷✵✵✺✳
❬✹✷❪ ❘✳ ▼❛❣❣✐♦r❛✱ ❉✳ ▼✐❧❛♥❡s✐♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡❝❝❤✐✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❍ ❧❛✉♥❝❤❡r ❛rr❛②s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ■❚❊❘ ♦♥❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
❚❖P▲❍❆ ❝♦❞❡✳ ■♥ ❱♦❧♦❞②♠②r ❇♦❜❦♦✈ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ◆♦t❡r❞❛❡♠❡✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② P♦✇❡r ■♥
P❧❛s♠❛s✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❖❢ ❚❤❡ ✶✽t❤ ❚♦♣✐❝❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✽✼✱ ♣❛❣❡s ✸✼✶✕✸✼✹✳ ❆■P✱ ✷✵✵✾✳
❬✹✸❪ ❉✳ ▼✐❧❛♥❡s✐♦✱ ❏✳ ❍✐❧❧❛✐r❡t✱ ❡t ❛❧✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡s ✭❆▲❖❍❆✱ ❚❖P▲❍❆✱ ●❘■▲▲✸❉✮ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
❤②❜r✐❞ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥ ✷✻t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋✉s✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❙❖❋❚✮✱ P♦rt♦✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ♣❛❣❡s P✶✕✶✺✸✱ ✷✵✶✵✳
❬✹✹❪ P❤✳ ❇✐❜❡t✱ ❇✳ ❇❡❛✉♠♦♥t✱ ❏✳❍✳ ❇❡❧♦✱ ▲✳ ❉❡❧♣❡❝❤✱ ❆✳ ❊❦❡❞❛❤❧✱ ●✳ ●r❛♥✉❝❝✐✱ ❋✳ ❑❛③❛r✐❛♥✱ ❳✳ ▲✐t❛✉❞♦♥✱ ❏✳ ▼❛✐❧❧♦✉①✱
❋✳ ▼✐r✐③③✐✱ ❱✳ P❡r✐❝♦❧✐✱ ▼✳ Pr♦✉✱ ❑✳ ❘❛♥t❛♠ä❦✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚✉❝❝✐❧❧♦✳ ❚♦✇❛r❞ ❛ ▲❍❈❉ s②st❡♠ ❢♦r ✐t❡r✳ ❋✉s✐♦♥
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✶✼✼✿✺✺✕✺✾✱ ✷✵✵✼✳
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❊r✐❦ss♦♥✱ ❇✳ ●✉✐❧❧❡r♠✐♥❡t✱ ❉✳ ❑❛❧✉♣✐♥✱ ❈✳ ❑♦♥③✱ ●✳ ▼❛♥❞✉❝❤✐✱ ▼✳ ❖tt❛✈✐❛♥✐✱ ●✳ P❡r❡✈❡r③❡✈✱ ❨✳ P❡②ss♦♥✱
❖✳ ❙❛✉t❡r✱ ❏✳ ❙✐❣♥♦r❡t✱ ❛♥❞ P✳ ❙tr❛♥❞✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t♦❦❛♠❛❦ ♣❤②s✐❝s
❛♥❞ s✉❜s②st❡♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✽✶✭✻✮✿✾✽✼ ✕ ✾✾✽✱ ✷✵✶✵✳
❬✹✼❪ ▼✳ ❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞ ■✳❆✳ ❙t❡❣✉♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❉♦✈❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✾t❤ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✼✷✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ✷❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❋♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✇❤❡♥ ne (x) = ne0+∇ne1 x✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Ys✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ξ = k0x ❛s✿
S (ξ) = S0 +∇S ξ
D (ξ) = D0 +∇D ξ
P (ξ) = P0 +∇P ξ
✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ S0✱ D0✱ P0✱ ∇S✱ ∇D ❛♥❞ ∇P ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❢❛st ❛♥❞ s❧♦✇ ✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❧❛s♠❛✱ ❡①✐st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤②❜r✐❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ t❤❡ t❡r♠ ∇S ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t❬✹❪✱ t❤❡ ❢❛st ✇❛✈❡ E˜F ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② E˜y = E˜F ❛♥❞ E˜z = 0✳













E˜F (ny, nz) = 0✭❆✳✷✮
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭❆✳✷✮ ❛r❡ ❲❤✐tt❛❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❯ ❛♥❞
❱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❊ ❛♥❞ E∗ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✹✼❪✳




















E˜S (ny, nz) = 0 ✭❆✳✸✮
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✸✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❆✐ ❛♥❞ ❇✐ ❬✹✼❪✳
❚♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✭❆✳✷✮ ❛♥❞ ✭❆✳✸✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛s x → +∞✱
t❤❡ ❲❑❇✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✷✮ ❛♥❞ ✭❆✳✸✮ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✷✽ ❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡
♦❢ ❲❑❇ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❧♦✇ ❛♥❞ ❢❛st ✇❛✈❡s
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡✿
Ys,yy =
jnz






































❯′ (aW , ηW )





❊′∗ (aW , ηW )
αW❊






















































❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ S0 6= 0 ❛♥❞
P0 6=✵✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ✶❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
■♥ ❛ ✶❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❲❆◆ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢
✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥❞ ✐♥ y ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇
✇❛✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❚❊▼ ♠♦❞❡✱ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❊✈❛♥❡s❝❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♦♥❧② ❚▼n ♠♦❞❡s ✭n > 1✮✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❆▲❖❍❆✿ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲❖✇❡r ❍②❜r✐❞ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✷✾
✐♠♣❧✐❡ t❤❛t ny = 0✱ E˜y = 0 ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Ys r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r Ys,yz ✭❆✳✺✮✳ ❚❤❡












E˜S (nz) = 0 ✭❆✳✶✹✮















✇❤❡r❡ η0 = ηA (ny = 0)✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❚✇♦ ❧❛②❡rs ♠♦❞❡❧
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜②
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✶❉ ❝❛s❡ ✭s❧♦✇✲
✇❛✈❡ ♦♥❧②✮ ✇✐t❤ t✇♦ ❧❛②❡rs❀ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② t✇♦ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ∇ne1 ❛♥❞ ∇ne2✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❧❛②❡r ♦❢ ✇✐❞t❤ d ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r②
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ x❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∇P1 ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ ∇P2 ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛s S0 = S(x = 0)✱ P0 = P (x = 0) ❛♥❞ S1 = S(x = d)✱ P1 = P (d = 0)✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛t x = d ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡





























■♥s✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r E˜z ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✿
E˜z (x = 0) = α❆✐ (η10) + β❇✐ (η10) ✭❇✳✸✮










❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛♥❞ β ✐s ❢♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs x = d ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳





































✇❤❡r❡ η1d = η1 (ξ = d)✳



























❖♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡
3 ❧❛②❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛s x = d1 ❛♥❞ x = d2✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❧❛②❡r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
x ≥ d2✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ YSd2 ❛t x = d2 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❀ t❤❡♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ YSd1 ❛t x = d1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭❇✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s r❡♣❡❛t❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ YS ❛t x = 0✳
